Обыкновенные дифференциальные уравнения применяются для описания многих процессов реальной действительности. Трудно представить себе область науки или производства, в которой не возникла необходимость использования дифференциальных уравнений. В частности, к ним относятся различного рода физические и химические процессы , процессы нефте- и газодобычи, геологии, экономики т т.д. Действительно, если некоторая физическая величина (перемещение тела, пластовое движение жидкости в фиксированной точке, концентрация вещества, объем продаж продукта) оказывается меняющейся со временем под воздействием тех или иных факторов, то, как правило, закон ее изменения по времени описывается именно дифференциальным уравнением, т.е. уравнением, связывающим исходную переменную как функцию времени и производные этой функции. Независимой переменной в дифференциальных уравнениях может выступать не только время, но и другие физические величины: координата, цена продукта и т.д. Решение уравнения с анализом его зависимости от параметров задачи и начального состояния системы позволяет установить общие закономерности изменения исходной физической величины. В этой связи изучение обыкновенных дифференциальных уравнений в рамках курса математики имеет принципиальное теоретическое и прикладное значения для подготовки современного специалиста.
Темы:
«Дифференциальные уравнения 1-го порядка с разделяющимися переменными»

«Однородные дифференциальные уравнения 1-го порядка».

Сведения из теории:

Уравнение вида

[image: image473.wmf]
называется дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными. Для решения такого уравнения следует провести разделение переменных:
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и проинтегрировать обе части полученного равенства:
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Полученная после интегрирования неявная зависимость переменных y и x (содержащая произвольную постоянную C) называется общим интегралом дифференциального уравнения. Если удается выразить переменную y в явном виде, то получается общее решение дифференциального уравнения. 
Дифференциальное уравнение вида
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называется однородным уравнением 1-го порядка. Для решения однородного уравнения проводится замена неизвестной функции по формуле:


[image: image5.wmf]x

y

u

=


Тогда может быть выражена неизвестная функция y(x) и ее производная 
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Новая функция 
[image: image9.wmf]u

удовлетворяет дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными:
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Зависимость между переменными 
[image: image11.wmf]u

 и 
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, полученная в ходе интегрирования этого уравнения, позволяет на основе равенства 
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 найти исходную неизвестную функцию 
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.

ПРИМЕР 1. Решить дифференциальное уравнение 
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 с начальным условием 
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Решение. Заданное уравнение представляет собой дифференциальное уравнение 1-го порядка с разделяющимися переменными. Проведем разделение переменных: 
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[image: image18.wmf]
Находя интегралы, получим 
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Решение можно оставить в неявном виде (в виде общего интеграла дифференциального уравнения). Здесь, однако, несложно выразить искомую функцию явно, т.е. получить общее решение дифференциального уравнения:
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Для нахождения частного решения подставим начальное условие в найденное общее решение:
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Тогда искомое частное решение
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ПРИМЕР 2. Решить уравнение 
[image: image23.wmf]0

=

+

xdy

ydx


Решение. Имеем дифференциальное уравнение 1-го порядка с разделяющимися переменными, записанное через дифференциалы. Разделение переменных дает:
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После интегрирования получаем
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(Произвольная постоянная интегрирования здесь записана в логарифмическом виде для удобства дальнейших преобразований).
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Отсюда находим общее решение уравнения
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ПРИМЕР 3. Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение представляет собой однородное дифференциальное уравнение 1-го порядка. Произведем замену неизвестной функции:
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Тогда для новой неизвестной функции 
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 получим дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными:
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Интегрируя обе части равенства, получаем
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Теперь можно вернуться к исходной неизвестной функции 
[image: image35.wmf]y

:
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В результате получен общий интеграл исходного дифференциального уравнения. Заметим, что в данном примере не представляет труда выразить неизвестную функцию 
[image: image37.wmf]y

явно:
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что дает общее решение дифференциального уравнения.

ПРИМЕР 4. Решить уравнение 
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Решение. Это - однородное дифференциальное уравнение1-го порядка.

Выполняем замену неизвестной функции:
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Тогда получаем уравнение 
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Или, после упрощений,
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Теперь переменные можно разделить;
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Осталось только вернуться к исходной неизвестной:
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В результате получен общий интеграл дифференциального уравнения

Тема:
«Линейные дифференциальные уравнения 1-го порядка».

Сведения из теории:
Уравнение вида 
[image: image48.wmf])
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 называется линейным дифференциальным уравнением 1-го порядка. Решить такое уравнение можно, проведя замену неизвестной функции и ее производной по формулам:

у = uv;
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Тогда получаем
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или
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Функцию u выберем таким образом, чтобы она обращала в нуль выражение, стоящее в скобках в левой части равенства (*):
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Решение полученного для функции u дифференциального уравнения с разделяющимися переменными
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следует подставить в уравнение (*). В результате получим для неизвестной функции v уравнение с разделяющимися переменными. Его решение позволяет найти исходную неизвестную функцию у по формуле
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ПРИМЕР 1. Решить уравнение 
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Решение. Данное уравнение представляет собой линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка. Произведем замену неизвестной функции 
[image: image64.wmf])
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, введя две новые функции 
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по формуле:
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Тогда получаем уравнение
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 EMBED Equation.3  [image: image72.wmf]10
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Сгруппируем слагаемые, содержащие функцию 
[image: image73.wmf]:
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Найдем сначала функцию 
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Найдем сначала функцию 
[image: image76.wmf])
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, которая обратила бы в нуль выражение, стоящее в скобках в левой части уравнения (*):
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В результате интегрирования получаем
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Подставим теперь полученную функцию 
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в уравнение (*):
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Разделение переменных и интегрирование дает вторую из введенных функций, а именно 
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Теперь может быть получена искомая функция 
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, представляющая собой общее решение заданного дифференциального уравнения:
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ПРИМЕР 2. Решить уравнение 
[image: image98.wmf].
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Решение. Очевидно, что данное уравнение не является линейным относительно неизвестной функции 
[image: image99.wmf])
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. Тем не менее, оно может быть сведено к таковому. Действительно, запишем уравнение в виде
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Теперь, если считать переменную 
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 неизвестной функцией аргумента 
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, то полученное равенство есть линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка относительно функции 
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, введя две новые функции 
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Заметим, что здесь знак (
[image: image110.wmf]u
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) представляет собой знак дифференцирования по переменной у. Уравнение теперь запишется в виде
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Проведем перегруппировку слагаемых:
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Найдем функцию 
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, которая обратила бы в нуль выражение в скобках:
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Интегрируя, получаем
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Отсюда находим функцию 
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Подставим полученную функцию 
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в уравнение (*):
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или, после интегрирования:
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Теперь может быть найдена искомая функция 
[image: image137.wmf])

(

y

x

:



[image: image138.wmf]uv

x

=

 
[image: image139.wmf]Þ

 
[image: image140.wmf])

(ln

2

C

y

y

x

+

=

,

В результате получен общий интеграл исходного дифференциального уравнения (ведь, формально, переменная 
[image: image141.wmf]y

осталась не выраженной явно через переменную 
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).
Тема:
«Уравнения Бернулли».

Сведения из теории:

Уравнения вида
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 EMBED Equation.3  [image: image145.wmf]1
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Называются уравнениями Бернулли. Решаются уравнения Бернулли аналогично линейным дифференциальным уравнениям 1-го порядка. Проводится замена неизвестной функции и ее производственной по формулам:
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Тогда уравнение преобразуется к виду
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Или, после группировки членов, содержащих множитель 
[image: image149.wmf]v

:



[image: image150.wmf]a

a

v

u

x

Q

v

u

u

x

P

u

v

)

(

)

)

(

(

=

¢

¢

+

+

¢






(*)

Выбираем функцию 
[image: image151.wmf]u

так, чтобы она обращала в нуль выражение, стоящее в скобках в равенстве (*):
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Тогда
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Найденная функция подставляется в уравнение (*). В результате для неизвестной функции 
[image: image162.wmf]u

получается уравнение с разделяющимися переменными. После его решения исходная неизвестная функция 
[image: image163.wmf]y

находится по формуле
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ПРИМЕР 1. Решить уравнение 
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 с начальным условием 
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2

)

1

(

=

y


Решение. Имеем уравнение Бернулли с показателем степени 
[image: image167.wmf].
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 Выполняем замену неизвестной функции: 
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Тогда
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Группируем члены, содержащие множитель 
[image: image171.wmf]v

(в первой степени):
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Группируем члены, содержащие множитель 
[image: image173.wmf]v

(в первой степени):
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Как и при решении линейных уравнений 1-го порядка, выбираем функцию 
[image: image175.wmf])
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, которая обратила бы в нуль выражение в скобках:
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Тогда
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Подставим найденную функцию в уравнение (*):
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Разделяя переменные и интегрируя, получим
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Запись постоянной интегрирования в виде 
[image: image194.wmf]3
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 обусловлена удобством дальнейших преобразований:
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Теперь может быть записано общее решение дифференциального уравнения:
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Найдем требуемое частное решение уравнения, удовлетворяющее условию 
[image: image199.wmf].
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 Для этого подставим в общее решение значения 
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Подставив теперь найденное значение постоянной С в общее решение, получим искомое частное решение:
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Тема:
«Дифференциальные уравнения, допускающие понижение порядка».
Сведения из теории:

1) Дифференциальные уравнения вида
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могут быть решены последовательным интегрированием:
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И так далее, пока не будет найдена сама функция 
[image: image213.wmf]).
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2) Дифференциальные уравнения вида
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не содержат явно известную функцию у. Их порядок может быть понижен с помощью замены
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Новая неизвестная функция р(х) удовлетворяет дифференциальному уравнению 1-го порядка:
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Если удается его решить, то решение исходного уравнения получается из соотношений:
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3) Дифференциальные уравнения вида
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не содержат явно независимую переменную х. Их порядок понижается с помощью замены
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Новая функция р(у) удовлетворяет дифференциальному уравнению 1-го порядка:
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Если найдено его решение р(у), то исходная неизвестная функция у(х) может быть найдена из соотношения
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ПРИМЕР 1. Решить уравнение 
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Решение. Данное дифференциальное уравнение решается последовательным интегрированием
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И, наконец, интегрируя последний раз, получаем общее решение уравнения:
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Заметим, как и следовало ожидать для дифференциального уравнения 3-го порядка, его общее решение содержит три произвольные постоянные.

ПРИМЕР 2. Решить уравнение 
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Решение. Дифференциальное уравнение имеет 2-й порядок и не содержит явно известную функцию у. Его порядок можно понизить, если ввести новую неизвестную функцию 
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Тогда получаем
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т.е. линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка для неизвестной функции p(x).

Чтобы решить полученное уравнение, выполним замену
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Получим
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Приравниваем к нулю выражение, стоящее в скобках:
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После интегрирования находим функцию 
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Подставляем найденную функцию 
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в уравнение (*):
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Теперь можно записать выражение для введенной выше функции 
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Исходную неизвестную функцию 
[image: image259.wmf])

(

x

y

можно найти, используя соотношение 
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Тогда, выполняя интегрирование, получим
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Теперь, окончательно, находим общее решение исходного дифференциального уравнения 2-го порядка (оно, как это следует из теории, содержит две произвольные постоянные):


[image: image264.wmf]2

3

1

3

3

9

1

ln

3

1

C

x

C

x

x

x

y

+

-

=


ПРИМЕР 3. Решить уравнение 
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Решение. Данное дифференциальное уравнение 2-го порядка не содержит явно переменную х. Порядок уравнения можно понизить, если ввести новую неизвестную функцию 
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Новая функция 
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удовлетворяет дифференциальному уравнению
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Здесь возможны два случая:

1) р=0.
Тогда
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2) 
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Это выражение представляет собой дифференциальное уравнение Бернулли с показателем степени 
[image: image276.wmf]2
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относительно неизвестной функции 
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. Для его решения выполняем замену
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(здесь штрих означает производную по переменной у).

Тогда уравнение пишется в виде
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(*).

Как обычно, будем искать функцию 
[image: image287.wmf])
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, которая бы обратила в нуль выражение в скобках:
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Отсюда
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Подставляем найденную функцию в уравнение (*):
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Как будет понятно из следующей строки, знак «минус» здесь удобней ставить в левой части уравнения:
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Таким образом, функция p(y) найдена:



[image: image304.wmf]1

2

2

C

y

y

uv

p

+

=

=


Теперь осталось только вспомнить, как была определена эта функция:
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Разделяя переменные и интегрируя, получаем общий интеграл исходного дифференциального уравнения:
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Темы:

«Однородные линейные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами».

«Неоднородные линейные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами и правой частью вида».
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Сведения из теории:

Дифференциальные уравнения вида
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где p и q- постоянные, называются линейными дифференциальными уравнениями 2-го порядка с постоянными коэффициентами. В случае 
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Для решения однородного уравнения
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(I)
следует записать его характеристическое уравнение
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(*)
Дискриминант этого квадратного уравнения обозначим через
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В зависимости от вида корней характеристического уравнения могут возникнуть три различных случая:

1)
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. Уравнение (*) имеет два различных действительных корня:
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В этом случае общее решение однородного уравнения (I) записывается в виде
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. Уравнение (*) имеет два совпадающих действительных корня:
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В таком случае общее решение однородного уравнения (I) имеет вид
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. Характеристическое уравнение (*) имеет пару комплексно сопряженных корней:
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где
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соответственно, действительная и мнимая часть корня.

Общее решение однородного уравнения (I) в этом случае имеет вид
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Для решения неоднородного уравнения
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 EMBED Equation.3  [image: image338.wmf]






(II)
нужно найти какое-либо его частное решение 
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.Тогда общее решение уравнения (II) записывается в виде
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- общее решение соответствующего однородного уравнения (I).

Если правая часть 
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дифференциального уравнения (II) имеет специальный вид, существует общий подход к поиску его частного решения.

Для правой части вида
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многочлен степени 
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, частное решение ищется в различных видах в зависимости от соотношения между показателем степени 
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[image: image350.wmf]частное решение уравнения (II) имеет вид
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 с неопределенными коэффициентами. (Поиск неопределенных коэффициентов проводится путем подстановки выражения для 
[image: image354.wmf]ч

у
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частное решение уравнения (II) следует искать в виде
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3) В случае 
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частное решение уравнения (II) имеет вид
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ПРИМЕР 1. Решить уравнение 
[image: image360.wmf]0

3

2

=

+

¢

-

¢

¢

y

y

y

.

Решение. Имеем однородное линейное уравнение 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Запишем и решим его характеристическое уравнение:
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Поскольку корни характеристического уравнения действительные и различные, общее решение исходного дифференциального уравнения имеет вид
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Тогда, окончательно, имеем общее решение уравнения
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ПРИМЕР 2. Решить уравнение
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Решение. Это однородное линейное дифференциальное уравнение 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Решим соответствующее характеристическое уравнение:
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 EMBED Equation.3  [image: image374.wmf]Þ



[image: image375.wmf]1

9

9

3

2

,

1

-

±

-

=

k



 EMBED Equation.3  [image: image376.wmf]Þ



[image: image377.wmf]3

2

1

-

=

=

k

k

;
[image: image378.wmf])

(

2

1

k

k

=


Корни уравнения действительные и совпадающие, следовательно, общее решение дифференциального уравнения записывается в виде
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Подставив значение 
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, получим
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ПРИМЕР 3. Решить уравнение 
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Решение. В данном случае характеристическое уравнение имеет два комплексно сопряженных корня:
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Таким образом, здесь 
[image: image387.wmf]3

=

a

; 
[image: image388.wmf]4

=

b

, где 
[image: image389.wmf]a
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мнимая часть.

Общее решение дифференциального уравнения в случае комплексных корней характеристического уравнения записывается в виде.
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или, с учетом найденных значений 
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Задания к контрольной работе №2

1) Решить дифференциальные уравнения 1-го порядка с разделяющимися переменными:
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2) Решить однородные дифференциальные уравнения 1-го порядка:
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3) Решить линейные дифференциальные уравнения 1-го порядка:

1. 
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4) Решить уравнения Бернулли:
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5) Решить дифференциальные уравнения, допускающие понижение порядка:
1. 
[image: image438.wmf]2

3

cos

2

+

+

=

¢

¢

¢

x

x

y


2. 
[image: image439.wmf]2

1

x

y

x

y

=

¢

-

¢

¢

¢


3. 
[image: image440.wmf](

)

(

)

2

0

.

2

0

,

0

)

1

(

=

¢

=

=

¢

+

+

¢

¢

y

y

y

e

y

x


4. 
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6) Решить однородные линейные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами:
1. 
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7) Решить линейные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами:
1. 
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Таблица вариантов

	Сумма последних 2 цифр шифра зачетной книжки
	Контрольная работа № 2

	1
	1)-1, 2)-2, 3)-3, 4)-4, 5)-5, 6)-6, 7)-7

	2
	1)-2, 2)-3, 3)-4, 4)-5, 5)-6, 6)-7, 7)-8 

	3
	1)-3, 2)-4, 3)-5, 4)-6, 5)-7, 6)-8, 7)-9 

	4
	1)-4, 2)-5, 3)-6, 4)-7, 5)-8, 6)-9, 7)-10 

	5
	1)-5, 2)-6, 3)-7, 4)-8, 5)-9, 6)-10, 7)-1 

	6
	1)-6, 2)-7, 3)-8, 4)-9, 5)-10, 6)-1, 7)-2 

	7
	1)-7, 2)-8, 3)-9, 4)-10, 5)-11, 6)-2, 7)-3 

	8
	1)-8, 2)-9, 3)-10, 4)-11, 5)-12, 6)-3, 7)-4 

	9
	1)-9, 2)-1, 3)-11, 4)-12, 5)-13, 6)-4, 7)-5 

	10
	1)-10, 2)-2, 3)-12, 4)-1, 5)-14, 6)-5, 7)-6 

	11
	1)-1, 2)-3, 3)-1, 4)-2, 5)-1, 6)-6, 7)-7 

	12
	1)-2, 2)-4, 3)-2, 4)-3, 5)-2, 6)-7, 7)-8 

	13
	1)-3, 2)-5, 3)-3, 4)-4, 5)-3, 6)-8, 7)-9 

	14
	1)-4, 2)-6, 3)-4, 4)-5, 5)-4, 6)-9, 7)-10 

	15
	1)-5, 2)-7, 3)-5, 4)-6, 5)-5, 6)-10, 7)-1 

	16
	1)-6, 2)-8, 3)-6, 4)-7, 5)-6, 6)-1, 7)-2 

	17
	1)-7, 2)-9, 3)-7, 4)-8, 5)-7, 6)-2, 7)-3 

	18
	1)-8, 2)-1, 3)-8, 4)-9, 5)-8, 6)-3, 7)-4 
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